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1 Introducao

Estas notas sao introdutérias, construidas sobre exemplos, e podem ser vis-
tas como um material suplementar aos capitulos selecionados de Ljungqvist
e Sargent (2000), Uhlig (1999) e Cooley e Prescott (1995).

2 Calibragem

O processo chamado de calibragem tém tradicdo em economia.! Ele é usado
largamente nos modelos conhecidos como equilibrio geral computéavel apli-
cado a finangas publicas e comércio internacional (ex: Shoven e Whaley,
1984 e Auerbach e Kotlikoff, 1988). Calibragem é um estratégia para encon-
trar valores numéricos para os parametros das economias artificiais. O uso
de modelos “calibrados” cresceu muito a partir de meados dos anos oitenta.
Especialmente apds o artigo seminal de Kydland e Prescott (1982).
Calibragem usa a teoria econdémica extensivamente como a base para
restringir um modelo genérico e aplicd-lo ao estudo de uma realidade de-
terminada. Como é o uso da teoria e qual o papel dos dados? O principio
da identificacao é usar a teoria econdmica para se extrair o melhor conjunto
de informacao dos dados. Calibragem adota claramente esta idéia, mas
também a de que a relacao entre teoria e mensuracao nao unidirecional. Na
abordagem de calibragem, a mensuracao é usada para dar conteudo a teoria;

*Versao 1.0. Como esta é a primeira versdo ficaram muitos ’typos’. Comentéarios e
sugestoes sao bem vindos.
'O comego desta se¢ao é baseado em Cooley (1997).



em contrapartida, a teoria nos ajuda a focar em que medir e como medir.
Portanto, esta relagao entre teoria e mensuracao distingue a abordagem de
calibragem da abordagem economeétrica usual.

Podemos pensar em calibragem da seguintes forma. Recorde o teorema
Sonnenschein-Mantel-Debreu, o seu resultado (aproximadamente) diz que
para qualquer dado conjunto de pregos e alocagoes (fungoes excesso de de-
manda para a economia com dotagoes) deverd existir uma economia (repre-
sentada por um conjunto de preferéncias e tecnologia) com algum nidmero
de consumidores para os quais estes precos sao precos de equilibrio e as
alocacbes sao alocacoes de equilibrio a estes precos.? A implicacdo é que a
nogao de equilibrio competitivo walrasiano nao é restrita, isto é, o teorema
diz que devera sempre existir alguma teoria de equilibrio que explica qual-
quer conjunto de resultados observados. Sendo possivel se explicar qualquer
coisa é o mesmo que nao ter teoria de nada.

Como se pode suplantar este problema? A resposta é que devemos im-
por algumas restricoes sobre as teorias a serem utilizadas. Isto significa
que devemos impor algumas restricbes sobre as preferéncias e tecnologias
que utilizaremos na construcao de modelos. Desta forma, calibragem é um
procedimento que restringe o mapeamento entre equilibrio competitivo e
as observacgoes, tal que o equilibrio mostre certas propriedades. Por exem-
plo, para muitas das aplicacoes na teoria do ciclo econémico, as propriedades
que impomos sdo aquelas associadas com o crescimento balanceado. A razao
bésica para isto é que os pesquisadores sabem que a maioria das economias
modernas mostram caracteristicas do crescimento balanceado. Uma vez que
tanto o crescimento quanto a flutuagao sao caracteristicas das séries de to-
das as economias, poderia ser sugerido uma teoria em que os dois fendmenos
sao intimamente relacionados. Isto sugere que nao devemos separar modelos
para crescimento e para flutuagoes.

Restringindo o mapeamento do equilibrio competitivo aos dados, nos
habilita a computar o equilibrio de modelos que apresentam certas proprie-
dades observadas. Neste contexto, computando o equilibrio significa resolver
problemas de otimizacao que as familias e as firmas encontram e determi-
nar a trajetéria de equilibrio do consumo, investimento, produto e horas
para este modelo. A economia-modelo ou economia artificial ird apresenta-
ras propriedades de acordo com os parametros calibrados e com as formas
funcionais escolhidas. Por outro lado, o modelo nao poderd nos ajudar a
entender os fatos que sao usados para calibrar o modelo. Portanto, o re-
sultado de wm exercicio de calibragem € a resposta para a questdo que a
economia-modelo foi desenhada para responder. Finalmente, estes modelos
costumam apresentar outras propriedades além daquelas desejadas para res-
ponder a principal questao colocada pelo pesquisador. Estas caracteristicas
‘excedentes’ sao um bonus que podem nos ajudar a escolher entre modelos

2Veja por exemplo Mas-Colell, Whinston e Green (1995), secao 17.E.



desenhados para responder a mesma questao.

Uma vez que é possivel computar o equilibrio destas economias e estuda-
las, na pratica estamos criando um laboratério onde podemos procurar por
respostas a questoes bem definidas. A esperanca é que as respostas tragam
informacoes sobre as economias reais que sao caracterizadas pelas propri-
edades prescritas pelo modelo. Avangos na matematica e particularmente
nos métodos numéricos, combinado com um dramético declinio no custo de
computagao (em tempo e dinheiro), tem tornado possivel construir mode-
los que sao cada vez mais ricos em suas caracteristicas, e usam elas como
laboratorios para enderecar um grande espectro de questoes importantes.

2.1 Sete Regras e Dois Principios para Calibragem

As regras sao baseadas em Cooley (1997) e os principios em Prescott (1998).

Regra 1 Nao justificar a escolha de parametros pela referéncia a estudos
anteriores.

Regra 2 Honrar a teoria econémica. Um ambiente econémico junto com
uma definicao de equilibrio, define uma abordagem tedrica que pode
ser usada para responder questoes sobre o comportamento da econo-
mia no mundo real. Diferentes questoes podem requerer alteracoes
na abordagem que podem tomar a forma de mudancas no ambiente
econdmico e/ou mudangas no conceito de equilibrio.

Regra 3 Respeitar as mensura¢oes. Devemos restringir uma abordagem
tedrica com observacoes sobre a realidade e com mais teoria economica.
O primeiro passo em qualquer modelo ‘calibrado’ é restringir o equilibrio
a uma classe de parametros. Por exemplo, desejamos fazer com que o
modelo de crescimento neoclassico seja consistente com as observacoes
de longo prazo da economia. Para realizar isto é necessario usar a
teoria econOmica e algumas observacoes.

Regra 4 Adequar os dados ao modelo. Uma parte importante do processo
de calibragem é alinhar a abordagem tedrica empregada com as ob-
servagoes da economia real. Com teoria suficiente e observagoes para
definir uma classe paramétrica de modelos, podemos estabelecer a cor-
respondéncia entre esta classe de modelos e os dados de uma economia.
Estabelecer esta correspondéncia pode requerer que reorganizemos os
dados medidos para a economia de forma que estes sejam consistentes
com classe de modelo utilizada.

Regra 5 Adequar o modelo aos dados. Existem algumas caracteristicas nos
dados que nao podemos abstrair quando usamos um modelo calibrado.
O procedimento geral é determinar valores aos parametros tal que o
comportamento do modelo descreva o comportamento real em véarias



dimensoes. Observamos ao longo do tempo que certas razoes nas eco-
nomias se mostram razoavelmente constantes ao longo do tempo. Isto
sugere que devemos escolher parametros para os modelos que repro-
duzam estas dimensoes de crescimento de longo prazo da economia
real.

Regra 6 Ndao proliferar parametros livres. Existem diversas formas de se
acrescentar mais detalhes ao modelo neoclassico de crescimento, como
por exemplo, descrigoes mais ricas do mercado de trabalho, introdugao
de moeda, o papel do governo e da politica fiscal, etc. Usualmente
podemos adicionar estes detalhes a uma nova questao ou para melhorar
a resposta obtida com um modelo mais simples. Alguns pesquisadores
adicionam detalhes simplesmente para ter um modelo mais préximo
da economia real. Isto em geral ocorre pela adicdo de parametros
livres: isto é, mais parametros garantem uma melhor aproximagao
da economia artificial com a real. Um principio de boa calibragem
é que nao devemos adicionar parametros sem ter questao particular
em mente e sem possuir uma maneira adequada de determinar valores
aquele parametro.

Regra 7 Calibragdo e estimacdo sdo complementares e nao substitutos.

3 Dados Reais — Fatos

Nosso objeto de estudo neste caso é o ciclo econémico. Portanto devemos
definir o que o ciclo e quais os fatos observados.

3.1 Os Ciclos Economicos

Como definimos o ciclo econémico? Esta é a principal pergunta sobre o
nosso objeto de estudo, ou seja, o que queremos estudar?

A definigdo moderna de ciclo é dada por Lucas (1980) (que é bem
préxima a de Burns e Mitchell, 1946), que argumenta que os ciclos po-
dem ser considerados como desvios do produto em relacao a sua tendéncia.
Nas economias desenvolvidas é facil observar que o produto tende a flutuar
em torno da trajetéria de crescimento da economia.

Para Kydland e Prescott, o que guia o conceito de uma tendéncia é
o estado estaciondrio da teoria do crescimento (modelo Cass-Koopmans).
Neste modelo, o estado estacionério é caracterizado pela taxa de crescimento
igual entre o produto per capita, consumo, investimento, estoque de capital
e o saldrio real. A parte de tempo produtivo alocado para as atividades de
mercado permanece constante, bem como o retorno real do capital.

Se a taxa de crescimento tecnoldgico permanece constante, entao a tendéncia
do logaritmo do produto real deve ser uma funcao linear do tempo. Todavia,



a taxa de crescimento varia no tempo e entre paises (como mostramos na
segao anterior para o caso brasileiro).

Qualquer definicao de componentes e tendéncia é necessariamente es-
tatistica. Assim, uma decomposicao é uma representagao dos dados e ela
sera util, se a luz da teoria, ela revelar algum padrao de comportamento
importante.

3.1.1 O Filtro H-P

Kydland e Prescott argumentam que a sua selecdo de uma definicao de
tendéncia foi guiada pelos seguintes critérios: (i) o componente de tendéncia
deve ser aproximadamente uma curva que estudiosos do ciclo poderiam
tragar sobre a figura de uma série de tempo; (ii) a tendéncia de uma dada
série de tempo deve ser a sua transformacao linear e ela deve ser a mesma
para todas as séries; (iii) a determinacao do tamanho da amostra nao deve
alterar o valor dos desvios para uma certa data, com a excecao das in-
formagoes contidas no comego e no fim da amostra (veja Baxter e King,
1999, para uma avaliagdo); e, (iv) este esquema deve ser bem definido, de
julgamento livre e facilmente reproduzivel.

Tendo em mente estes principios, Hodrick e Prescott (1997 — a primeira
versao do artigo data de 1980) desenvolveram um filtro para séries de tempo,
que atualmente é largamente utilizado na literatura de ciclos. O filtro Ho-
drick Prescott (comumente denominado de filtro H-P) é uma adaptagao do
método Whittaker-Henderson tipo A, muito utilizado em ciéncias atuariais
(Hodrick e Prescott, 1997, p. 3). Para descrever o procedimento do filtro po-
demos interpretar uma série de tempo, y;, como a soma de um componente
ciclico, y§, e um componente de crescimento, y{. Faga A ser o parametro
que reflete a variancia relativa do componente de crescimento em relagao ao
ciclico. Portanto, dado um valor para A, o problema da filtragem é escolher
o componente de longo prazo, ¥/, que minimiza a seguinte fungao de perda:
T T
D oW+ A [y — wf) — W —vi)] (1)

t=1 t=1

Para A = 0 o componente de crescimento é simplesmente igual a série.
Quando A — 00, o componente de crescimento aproxima-se de uma tendéncia
linear. Na escolha do valor deste parametro existe muita controvérsia, pois
nao existe uma defini¢do clara de qual valor deve ser utilizado. Por exem-
plo, para séries trimestrais foi escolhido A = 1600 por convencao. Cooley e
Prescott (1995, p. 27), argumentam que a motivagao por tras desta escolha
é que se a série original for estaciondaria, entao o filtro H-P com esta escolha
de A deve eliminar flutuactes a freqliéncias menores do que trinta e dois
trimestres, ou oito anos.

Todavia, para séries anuais nao ha consenso sobre o valor deste parametro.



Por exemplo, para séries anuais, Backus e Kehoe (1992) usam 100, enquanto
Hassler, Lundvik, Persson e Soderlind (1994) usam 10 e Englund, Persson e
Svensson (1992) usam 400. Neste caso, a escolha do parametro se baseia em
critérios demasiadamente subjetivos. Portanto, como nao hd um consenso
em torno deste parametro, nés usamos A = 100, cujo valor foi utilizado por
Backus e Kehoe (1992) para um estudo de comparacao internacional e por
Ellery, Gomes e Sachsida (2002) para a economia brasileira.

3.2 Os Fatos do Ciclo
3.2.1 Estados Unidos

O ciclo econdémico é definido como um conjunto de estatisticas do compor-
tamento recursivo da economia em torno da sua tendéncia. O filtro H-P é
capaz de retirar a tendéncia, ou seja, podemos separar a tendéncia do com-
ponente de curto prazo. O papel exercido pelo filtro H-P fica explicito pela
inspecao visual da Figura 1 em que mostramos o log do produto real tri-
mestral per capita da economia americana de 1947 a 2003 e a sua tendéncia
obtida a partir do uso do filtro H-P (A = 1600).> Como pode ser notado,
o componente de crescimento do filtro H-P segue de perto a série original
produzindo uma tendéncia que se ajusta a movimentos mais longos do ciclo.

Como Kydland e Prescott (1990) argumentam, a idéia do filtro H-P é
a de tracar uma tendéncia que os pesquisadores de crescimento pudessem
identificar facilmente. Na Figura 8 apresentamos o componente do ciclo
extraido pelo filtro H-P. Na prética, com o filtro H-P calculamos o ciclo e a
tendéncia que mostramos na Figura anterior pode ser obtida como residuo
entre a série do produto real e do seu ciclo.

3.2.2 Brasil

Os fatos do ciclo econdmico podem ser representados por um conjunto de
estatisticas das séries filtradas pelo filtro H-P. Em geral descrevemos a am-
plitude das flutuagoes das variaveis agregadas como forma de descrever a
sua magnitude relativa. Também medimos a correlagao das varidveis agre-
gadas com o produto real para capturar a extensao com que as varidveis
sao proé-ciclicas (positivamente correlacionadas) ou contra-ciclicas (negati-
vamente correlacionadas). Além disso também é medido a auto-correlacao
durante todo o periodo para saber se a variavel em questao se movimenta a
frente ou depois do ciclo do produto (lead and lag indicators).

Na Figura 3 apresentamos o ciclo do PNB brasileiro anual obtido com
o filtro H-P, para o periodo de 1947 a 1998. Na Tabela 1 apresentamos as
estatisticas do ciclo econémico brasileiro para o periodo de 1970 a 1998. A
selecao da varidveis estd baseada no modelo basico de ciclos reais, isto é,

3Dados do PIB e da populagio sdo do BEA (www.bea.doc.gov).



Figura 1: Log do PIB Real per Capita e a sua Tendéncia (1996 US$), 1947:1-
2003:2
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apenas olhamos para os fatos do ciclo do produto e dos componentes que
fazem parte do modelo de crescimento econémico basico, como por exemplo,
consumo, investimento, capital e horas trabalhadas.

Para comparar fatos e dados devemos fazer alguns ajustes nas séries
macroecondémicas tal que os dados estejam adequados as informacgoes do
modelo. Deste modo vamos utilizar um pouco mais de teoria econdémica
para elaborar e selecionar as séries. A primeira restricao é a de que usamos,
em geral, um ambiente que a economia é fechada, ou seja, o nosso agente
representativo nao realiza transacoes comerciais com o resto do mundo. Por-
tanto, a medida adequada de produto é o PNB, pois este é liquido do saldo



Figura 2: Ciclo Econémico dos EUA obtido com o Filtro H-P
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da renda enviada ao exterior. A segunda restricao é a de que os agentes de-
vem consumir os seus bens num unico periodo. O que é armazenado ou que
se torna estoque é o investimento que contribui com a acumulacao de capi-
tal. Portanto, todos os bens consumidos que podem ser somados ao estoque
de capital devem ser somados ao investimento. Este é o caso do consumo de
bens duraveis que é adicionado ao investimento. Por outro lado, o consumo
passa a ser apenas o consumo de bens nao-durdveis e de servicos.

Para comparar os fatos reais com os fatos das simulagoes selecionais
algumas estatisticas do ciclo. Elas sao:

e Desvio-padrao do produto e das demais variaveis — volatilidade;

e Correlagao com o produto: direta, defasada e foward — co-movimento
dos componentes do produto e dos insumos;

e Fungoes de impulso-resposta (VAR bi-variado) — persisténcia e pro-
pagacao dos choques.

A idéia de se usar as funcoes de impulso-resposta é a de saber se a série
artificial consegue gerar o mesmo espectro do ciclo observado. Ou seja,
para este caso bastaria apenas comparar o espectro da série real com a série
artificial. Esta seria uma alternativa ao uso da funcao-impulso resposta.



Figura 3: Ciclo Econémico do Brasil obtido com o Filtro H-P
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Tabela 1: Comportamento ciclico da economia brasileira, 1970-1998

Variaveis () Correlagoes
DP% DP,/DP, (v_1,PNB) (x,PNB) (x4, PNB)
Produto (=y) 5.48 1.00 0.5765 1.0000 0.5765
Consumo® 5.17 0.94 0.5408 0.7739 0.3029
Investimentod  9.47 1.72 0.3818 0.9047 0.7138
Horas® 7.15 1.30 0.3844 0.6996 0.4513
HorasP 5.57 1.03 0.0766 0.5376 0.5965
Produtividade* 5.11 0.93 -0.0365 -0.0075 -0.1276
Produtividade® 5.27 0.97 0.5092 0.4542 0.1838
Notas:

& Série de Horas da FIESP, 1975-1998.

P Série de Horas da PIM, 1985-1998

¢ Consumo = consumo de bens ndo-duraveis e servigos, veja Ellery, Gomes e Sachsida
(2002).
Investimento = formagao bruta de capita fixo, consumo de bens durdveis e variagdo
de estoques, veja Ellery, Gomes e Sachsida (2002).

Na Tabela 1 mostramos as estatisticas selecionadas do ciclo econémico
brasileiro para o periodo de 1970 a 1998, com séries anuais. Na Figura 4



Figura 4: Funcgoes de impulso-resposta — choque de um desvio-padrao do
PNB
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mostramos as fungoes de impulso-resposta do PNB, consumo, investimento e
horas trabalhadas (1970-1998) geradas por um choque de um desvio-padrao
do PNB, a partir de um VAR bi-variado.
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4 Definicao do Equilibrio
Definicao de equilibrio de um modelo estocastico de crescimento.

Defini¢ao (Equilibrio): Um equilibrio recursivo para esta economia con-
siste em uma fungao valor V(z, k, K); um conjunto de regras de de-
cisao: ¢(z,k, K), h(z,k,K) e i(z, k, K); um conjunto de decisoes agre-
gadas: C(z,K), H(z,K) e I(z,K); e precos de fatores w(z, K) e
r(z, K), tais que estas fungoes satisfagam:

1. o programa dinamico das familias, (77):

V(k,z) = {rﬁ%% {u(c,1=h)+B(1L+n)EV(K, Z)}

sujeito a restrigdo or¢camentaria (??), dados a lei de movimento do
estoque de capital (?7), a lei de movimento do choque tecnolégico
(??), e ko.

2. o comportamento 6timo das firmas, (?77?)

3. a consisténcia entre as regras agregadas e individuais, ou seja,
Ne(z,k,K) = C(2,K); Nh(z,k,K) = H(z,K) e Ni(z,k,K) =
I(z,K), onde N representa o nimero de individuos ou, de forma
mais precisa, N representa a medida do conjunto de individuos.

4. a restricao agregada de recursos:

Cz,K)+1(z,K)=Y (2 K)

5 Modelo

O nosso caso base serd o modelo de crescimento neoclassico com trabalho
indivisivel de Hansen (1985). Aqui usamos uma versao ligeiramente mo-
dificada do modelo original, exatamente como descrita por Uhlig (1999, p.
49), para facilitar a leitura e o entedimento do procedimento e do cédigo de
simulagao numérica.

Aqui a determinacao do modelo ja involve procedimentos de calibragem.
Ja apresentamos uma escolha prévia da funcao utilidade e da funcao de
producgao, isto é, estamos calibrando as preferéncias e a tecnologia. Veja a
secao 2 para mais detalhes sobre calibragem.

ma E tflog Oy — AN, 2
o 0o Cu AN} 2

tal que
Ci+L <Y, (3)
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Ki=(1-0)K_1+1, (4)
Y, = Z,K? (N} (5)
log Z; = (1 —1)log Z + ¢ log Zy 1 + e (6)

as variaveis e parametros sao listados na tabela 2.

Tabela 2: Lista das Varidveis e Parametros do Modelo de Trabalho Indi-
visivel

Variaveis

t tempo

C'  consumo

I investimento

Y produto

K capital

N horas de trabalho

Z  choque de produtividade

Parametros

[ taxa de desconto intertemporal

0 taxa de depreciagao

A parametro de desutilidade do trabalho
0 participacao do capital

1) persisténcia do choque de produtividade

6 Calibragem do Modelo

Agora iremos calibrar uma economia especifica, no caso o modelo de traba-
lho indivisivel. Como notamos anteriormente, quando calibramos estamos
apenas querendo restringir o modelo com dados sobre a economia real.

6.1 Os fatos...

Participagao do capital Um dos fatos estilizados mais regulares para a
economia americana a participagdo do capital na renda nacional (veja
Gollin, 2002). Em geral para os EUA é consumo modelar a parti-
cipacao do capital na renda nacional como algo entre .4 e .35. Isto
implica que a participagao do trabalho é um nidmero entre .6 e .65
(veja Cooley e Prescott, 1995).
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Para o Brasil, Gomes, Bugarin e Ellery (2002) e Gomes, Lisboa e
Pessoa (2002) encontraram nimeros entre .67 e .65 para a participacao
do trabalho na renda nacional.

Tempo de mercado Uma outra regularidade encontrada para a economia
americana e para a economia brasileira é o tempo total dedicado as
atividades de mercado. Em ambos os casos encontramos que as pes-
soas dedicam em média 1/3 de seu tempo total disponivel para as
atividades de mercado. Para os Estados Unidos, a referéncia classica
e o texto de Ghez e Becker (1975). Um ponto importante aqui é
quanto consideramos ser o tempo total disponivel. Ou seja, podemos
considerar 24h ou algum ntimero mais civilizado como 24h menos o
tempo necessario para cuidados pessoais e para o sono, algo em torno
de 18 ou 20h por dia. Dependendo desta definicao o tempo dedicado
a atividade de mercado pode aumentar um pouco. Este é o caso da
calibracao de Parente e Prescott (2000), que usam .4 ao invés de .33.

Para o Brasil estes niimeros sao verdadeiros também. Se usarmos
os dados da PNAD e dos Censos podemos observar que as pessoas
dedicam entre .33 e .4 de tempo para as suas atividades de mercado,
dependendo da definicdo de tempo disponivel para as atividades de
mercado. Estes ntimeros foram calculados e usados por Ellery, Gomes
e Sachsida (2002) e Bugarin et all (2002).

Relagao capital/produto A estabilidade da relacao capital produto é um
dos fatos estilizados do crescimento economico de Kaldor (1957). Além
disso a estabilidade da relacao capital-produto é uma caracteristica
compativel com o conceito de estado estacionério.

Todavia, para a economia brasileira a relacao capital-produto nao é
estavel, aumentado demasiadamente a partir de 1973 até 1990 (veja
Gomes, Bugarin e Ellery, 2002).

6.2 ...E a consisténcia com o modelo

Suponha as condigoes de primeira ordem do modelo de trabalho indivisivel
em estado estaciondrio:

1Y
A=(1-0)—=
(1-0%e 7)
Y
=1 —4+1-
s=1/{o5 +1-0} (3)
E da lei de movimento do estoque de capital em estado estacionario, temos:
X XY
" K YE ()
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e De (7), com os dados de 6, tempo médio de trabalho N e da média
histérica de Y/C, temos o valor para A.

e De (9), com os dados histéricos de % e %, teremos o valor consistente
com o modelo da depreciacao 6.

e De (8), com os dados de 6, da relacao capital-produto e da participacao
do capital, temos o valor para o parametro 3.

E comum encontrar na literatura calibragoes que inputam o valor para
[ a partir da taxa de juros histérica de .04. Deste modo, pode-se usar (3
para encontrar o valor de estado estacionério do modelo para 6, K/Y ou §.

Vale notar que cada modelo tem uma calibragem especifica e nesse sen-
tido, cada parametro calibrado pelo modelo diz respeito apenas aquele mo-
delo.

7 Solucao Numérica

Para encontrar a solucdo numérica do modelo calibrado podemos adotar
vérias técnicas. Para uma visao das técnicas usadas em economia veja o
livro de Judd (1999). Para aplicacoes de varios métodos descritos por Judd
veja Marimon e Scott (1999).

7.1 Uhlig’s Toolbox

7.1.1 Solugao Analitica e Log-linearizagao

Tome as condigoes de primeira ordem do modelo de trabalho indivisivel:

1
— = A 1
o~ M (10)

Y:
A= (105 (11)
Y;
R, =0 +1-94 12
! K (

Y, = Ze* K{_ N, ° (

Ci+ K=Y+ (1-90)Ki1 (
Ay = BE A1 Rev1] (15

log Zy = (1 —1p)log Z + 4 log Zy 1 + e (

O principio é usar uma aproximacao de Taylor em torno do estado-
estaciondrio para alterar todas as equagoes por aproximagoes, que sao fungoes
lineares dos desvios logaritmos das variaveis. FE muito importante notar
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que os modelos linearizados sao vdlidos apenas localmente. Em modelos es-
tocasticos isto significa que as linearizagoes sao validas apenas para disturbios
estocdsticos pequenos, que nao fujam muito do estado estaciondrio (veja
Sims, 2002).*

Assuma letras em mintsculo para representar o desvio logaritmo. Exem-
plo:

yr = log(Y;) —log(Y)
ou seja,
Y; = Ye¥ (17)

tal que Y é o valor de estado estacionario do produto.
Exemplo 1 (Fungao de produgao) Log-linearizagdo da fungao de produg¢ao
(5), Yy = Z,K¢ N0 (veja a secio A.2.2 para a linearizacio deste caso).
Substitua a varidvel em nivel pelo desvio-logaritmo, como em (17). Portanto
a equagao (5) pode ser reescrita da sequinte forma:

}_/'eyt — Zeztkeeekt_1]v179€].79nt

Como em estado estaciondrioY = ZK9N'=? podemos reescrever a equacio
acima da sequinte forma:

eyt — ezteekt,le(lfe)nt
Aplicando logs em ambos os lados, resulta em

Yt = Z¢ + ekt_l + (1 — 0)’)’Lt (18)

Neste caso nao estamos realizando uma aproximacdo, € apenas uma versao
log-linear da funcdo de producdo.

O

Outro exemplo de linearizacao pode ser aplicado para a restricao orcamentaria,
neste caso existem algumas diferencas em relacao ao exemplo anterior.

Exemplo 2 (Restrigao orcamentaria) A restricao or¢amentdria (8) pode
ser modificada para:

Ce + Kelt = VeVt + (1-— 6)[?6’“‘1
FEsta equagdo pode ser escrita aproximadamente como:

CA+c) +K(1+k)=Y1+y)+(1—0K(1+k1)

4Além desse problema, simulacdes da aproximacio de primeira ordem de um modelo e
a consequente computagao de bem-estar médio a partir das simulagées nao costuma levar
a rankings corretos entre politicas alternativas. De acordo com Sims (2002), para corrigir
este problema é necessdrio uma expansdo de Taylor maior do que a de primeira ordem.
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Como C + 6K =Y devido a definicio de estado estaciondrio, os termos
constantes podem ser eliminados. Assim, obtemos:

CCt + Kk}t == Yyt + (]. — 6)Kvkt,1

A restricao orcamentdria € agora escrita em termos de desvios percen-
tuais: os niveis de estado-estaciondrio nesta equacao re-escalam os desvios
percentuais para fazé-los comparaveis. Note que uma diferenciacdo explicita
nao € requerida para obter a versao log-linear da restrigao orcamentdria. [

Para a linearizacao das demais equagOes veja a secao A.2.3. Abaixo
apresentamos todas as equagoes linearizadas:

—ct = Mt (19)

ne =yt + M (20)

Rry = 9%(% — k1) (21)

yr =2z + Oke—1 + (1 — 0)ne (22)

Cei+ Kky =Yy, + (1 —0) Kk 1 (23)
At = Ei[ A1 + rega] (24)

Zy =2 1+ € (25)

As equagoes sao escritas tal que apenas aparecem variaveis datadas em ¢,
t — 1 e expectativas na data t das variaveis em ¢t + 1.

Estas equagoes formam um sistema de sete ‘equagtes diferenciais es-
tocasticas de primeira ordem lineares’ em sete variaveis: y, k¢, ne, ¢, e, Zt, A,
dados valores para os parametros.

7.1.2 Solugao

Para solucionar o modelo é adequado classificar todas as varidveis em trés
grupos:

X; é um vetor de m varidveis de estado enddgenas (ou predeterminadas).
Y; é um vetor de n outras variaveis enddgenas.

Z; ¢ um vetor de k variaveis de estado exdgenas.

Estrutura:

0=AX;+BX; 1+CY,+DZ (

0=E[FX; +GXy+HX; 1 +JY 1+ KY; + LZi 1 + MZ]
(27)

Ziy1=NZi+ e (
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A primeira equagao é chamada de equagao deterministica; o nimero de
equacgoes deterministicas é [. A segunda é chamada de equagado expectacio-
nal. A terceira é chamada de processo autoregressivo.

As seguintes condigoes devem ser encontradas:

1. C deve ter o tamanho (I x n) tal que n < [, e deve possuir o rank
(posto) n.

2. F deve ter a dimensao (m +n —1) x m.
3. NN deve possuir apenas autovalores estaveis.

Exemplo 3 (Matrizes do modelo de trabalho indivisivel) Temos que
reescrever o modelo log-linear em termos das equagoes (26), (27) e (28).
Para o modelo de trabalho indivisivel podemos escrever as matrizes apropri-
adas.

Ordene o sistema log-linear da seguinte forma:

0=—Ceci+ Yy — Iy
0=—Kki+(1—0)Kkiq+ i
0=0ki—1—y:+ (1 —0)ng + z
O0=—ct+ye—mny

0=—0(Y/K)ki—1 +0(Y/K)y, — Rry
0= Ei[—cip1 4+ g1 + ¢

241 = Yz + €pq1

W W N
_= O ©

w
w

(%) L
'S [\)
T D O — T T

w
ot

o Varidveis de estado enddgenas: m = 1; (k¢);
e Varidveis de escolha (‘outras varidveis endégenas’): n = 5; (cy, Yi, Mg, Tt 0t);°
e Varidveis de estado exdgenas: k = 1; (z¢);

As matrizes que compoem a equagdo deterministica (26) sdo as sequintes:

5A ordem das varidveis deve ser mantida para se construir as matrizes.
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—C Y 0 0 I
0 0 0 0 I
cC=1|0 -1 1-6) 0 0
-1 1 -1 0 0
0 6(Y/K) 0 —-R 0

0

0

D=1

0

0

As matrizes que compoem a equagdo expectacional (27) sao as sequintes:
F=G=H=L=M = [O}
J=[-1 0 0 1 0
K=[100 0 0].

FE para a equacdo de movimento do choque de produtiividade ou do pro-
cesso autoregressivo (28):

N =T[y].
U

A solugao pode ser caracterizada pelas seguintes leis de movimento re-
cursivas de equilibrio:

= Py + Qz (36)
Yt = R.Tt_l + SZt. (37)

As matrizes P,Q, R, e S sao a solugao do sistema, tal que este equilibrio
seja estavel.

Algoritmo

Para entender o método de solucao devemos ter conhecimento da seguinte
definicao.

Definicao 1 (Matriz pseudo-inversa) A pseudo-inversa de uma matriz
C ¢ a a matriz C" satisfazendo CTCCT =CT e CTCC™T = C.

Uma vez que assumimos que posto(C) > n, obtemos C* = (C'C)~1C’.

A solugao empregada por Uhlig (1999) é descrita no seguinte teorema.
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Teorema 1 (Solugao do Equilibrio Recursivo) Se existem leis de mo-
vimento de equilibrio recursivas que sao solugoes das equagoes (26), (27) e
(28), entao as matrizes dos coeficientes podem ser encontradas como se se-
gue. Faca CY ser a pseudo-inversa de C. Faca C° ser uma matriz (I—n)xl
cugjas linhas formam a base para o espago nulo de C'.5

1. P satisfaz as equagdes quadrdticas (matrizes)
0=C’AP +C"B (38)

0=(F-JCTA)P?—(JCTB-G+KCTA)P-KC'B+H (39)

O equilibrio descrito pelas leis de movimento de equilibrio recursivo
(26), (27) e (28) € estdvel se e somente se todos os autovalores de P
sao menores do que a unidade em valor absoluto.

2. R ¢ dada por
R=-C"(AP + B)

Dado P e R, faca V' ser a matriz

vV I® A I,®C
- INN@F+I1,(FP+JR+G) N @J+I,0K

onde I € a matriz identidade de tamanho k X k. Entdo

vec(Q) vec(D)
vec( 7 |wee 4
Vo)) = LN an) o

onde ‘vec’ € um vetor coluna.

Prova: veja Uhlig (1999, p. 39).

Colorario 1 (Solugao do Equilibrio Recursivo para [ = n) Suponha que
[ = n, isto é, que o nimero de equagoes expectacionais € igual ao numero de
varidveis de estado enddgenas. Se existem leis de movimento de equilibrio
recursivas que sao solugoes das equagoes (26), (27) e (28), entdo as matrizes
dos coeficientes podem ser encontradas como se seque.

1. P satisfaz as equagoes quadrdticas (matrizes)
0=(F-JC'A)P*~(JC'B-G+KC 'A)P-KC"B+H (41)

O equilibrio descrito pelas leis de movimento de equilibrio recursivo
(26), (27) e (28) € estdvel se e somente se todos os autovalores de P
sao menores do que a unidade em valor absoluto.

5C"° pode ser encontrada pela decomposicéo do valor singular de C”.
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2. R € dada por
R=-C (AP + B).

3. Q satisfaz

(N'®(F-JC'A)+ I, (JR+FP+G -~ KC ' A))vec(Q) =
= vec((JCT'D -~ L)N + KC™'D - M) (42)

onde I ¢ a matriz identidade de tamanho k X k, sendo a matriz que
necessita ser invertida nesta férmula.

4. S8 € dada por
S=-C'(AQ + D).

8 Dados Reais versus Dados Artificais

Os resultados das simulagoes podem ser condensados nas seguintes leis de
movimento do equilibrio recursivo:

xr = Pxi1 +Qz

yr = Rxy 1 + Sz
Zt = NZt_l + €.

Estes resultados podem ser usados para examinar as implicagoes do modelo
simulado. Uma vez que xy, ¥y, € 2; sao desvios-logaritmos, as matrizes P,
Q, R, S e N podem entendidas e interpretadas como tal (veja Campbell
1994).

Funcoes de impulso-resposta podem ser calculadas para um choque parti-
cular €; determinando xg =0, yg = 0 e 29 = 0, bem como ¢, = 0 para t < 2,
e calculando recursivamente z;. Além disso tomamos z; e v, dado ;_1,
Yi—1, Zt—1 € € para t = 1,...,T a partir da lei de movimento de equilibrio
recursivo e da lei de movimento para z;.

Escreva um VAR na forma de vetor MA(c0):

Y =p+ e+ Presrr + Poerio + ..
Deste modo, a matriz ® tem a seguinte interpretagao:

0Ytts
e,

= (I)s;

Veja Hamilton (1994, p. 318-9).
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Figura 5: Funcao de impulso-resposta

Impulse responses to a shock in technology
7 T T T T

Percent deviation from steady state

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Years after shock

A Apéndices

A.1 Otimizacao pelo Método de Lagrange
Veja Rust (2000) e Chow (1997).

A.1.1 O problema

Problema de programacao dinamica estocdstico com horizonte infinito:

V(s) = max E, {Zﬂtu(st, at)|so = s} , (A-1)
t=0

Representacao espaco de estado da lei de movimento:
St+1 = m(st, ar) + €, (A-2)

tal que {¢;} é uma iid com densidade f(e).
Relagao com a formulacao de probabilidade de transicao:

p(s'ls,a) = f(s" = m(s, a)). (A-3)
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Figura 6: Funcao de impulso-resposta

Impulse responses to a one percent deviation in capital
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A.1.2 Lagrangiano para o Problema de Programacao Dinamica

Introduza a sequéncia de multiplicadores de Lagrange {\;}, tal que A\jy1 é
o multiplicador de Lagrange associado com a restri¢gao na equacao (A-2). O
Lagrangiano sera:

L = ( n’}{a{x }E {Z ﬁtu(st, at) + ﬁt+1)\t+1[8t+1 - m(st, Clt) - Gt]} . (A—4)
s t=0

As condigoes de primeira ordem (CPO) sao:

oL ou 8_m

8_at =0= a_at(st’ at) - ﬂaat (3t7 at)Et{)\tH} =0 (A‘5)
oL ou om
8_St =0= 8—&(315, at) - ﬁa—st(st’ at)Et{)\tH} =M (A‘G)

O multiplicador de lagrange A+ é uma funcao destas equacoes. Conjecture
que \; = A(s).

e Neste caso as equagoes (A-5) e (A-6) serao um par de equagoes funci-
onais determinando as fungao nao-conhecidas {\, a}.
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Figura 7: Simulagao

Simulated data (HP-filtered)
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e Dado a equagao (A-6) é equivalente a uma Fquagao Integral Fredholm
de Segundo Tipo:

T(sals) [ A~ mis.als)as
(A-7)
Use um método infinito-dimensional andlogo ao método de interacdo
na fungao politica para resolver para {\, a}.
A.1.3 Exemplo: modelo de trabalho indivisivel

O Lagrangeano para o modelo de trabalho indivisivel da se¢ao 5 é o seguinte:

L=Y p'{logC;— AN+

t=0
+ M[ZK? N+ (1 - 0K — Cy — K]}, (A-8)
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Figura 8: Anélise Espectral

Spectral densities, Hodrick—Prescott filtered
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A.2 Log-linearizagao

O principio da log-linearizagao é fazer uma aproximacao de Taylor em torno
do estado-estaciondrio de um modelo.” Isto resulta em um sistema de
equagoes que é linear em desvios-logaritmos. Para qualquer varidvel X;
faca X o seu valor de estado estacionario (EE). Portanto o seu desvio serd

z; = log(X;) — log(X) (A-9)

ou seja, B
X = Xe™t (A-10)

O desvio x; pode entao ser pensado como o desvio percentual da variavel de
seu valor de EE.
Isto implica que

X
2y = dlog X; = d%

d(l+ Xy)

dlog(l1+ X;) = T x

= I

"Esta subsecio é baseada em Gertler (2000), veja também Campbell (1994). Para mais
detalhes sobre aproximagoes locais e log-linearizagao, veja Judd (1999, secio 6.1).
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se X; é um numero pequeno.
Dada uma expressao qualquer

f(Xe,Y2) = g(Zy) (A-11)
podemos reescrever a expressao usando o fato de que X; = €2 Xt. Portanto
(A-11) vem a ser:

f(elogX,«,7 eloth) _ g(eloth). (A_12)
Agora aplicamos log na equagao acima (A-13):
log £(¢/°8 %, °8¥0) = g5 7%) (A-13)

Uma aproximagao de Taylor de primeira ordem de uma fungao f(a,b)
em torno de (A, B) é dado por

f(a,b) = f(A, B) + f1(A, B)(a — A) + f2(A, B)(b— B). (A-14)

Assim, podemos aproximar o lado esquerdo da equagao (A-13) por

flelos X elosYt) x~ log f(X,Y)+
1

1
+ mfl(X, Y) Xz + WfQ(X’ Y)Yy, (A-15)

Da mesma forma o lado direito pode ser aproximado por

g(e" %) = log g(Z) + 91(2)Zx. (A-16)

9(%)
Tomando em igualdade as aproximacoes (A-15) e (A-16) temos:

log f(X,Y) + ﬁﬁ()ﬁ Y) Xt

+ ﬁfg(X, Y)Yy ~logg(Z) +

g(lz)gl(Z)ZZt (A-17)

e agora usamos o fato de que f(X,Y) = g(Z) para termos:
HX Y Xz + (X, Y)Yy = 1(Z2)Z 2. (A-18)
Em termos mais genéricos, a log-linearizagao da expressao
FXE o X =9(Z}, ., 2

¢é dada por

n m
SR L XMX x> gi(2Y, ., 28 2. (A-19)
i=1 j=1
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A.2.1 Meétodo sem Diferenciacao

Em muitos casos, um método mais simples é disponivel para log-linearizar
um modelo sem explicitar a diferenciagao. Na maioria dos casos nao é ne-
cessario diferenciar as funcoes f e g. Em primeiro lugar observamos que
podemos escrever X; da seguinte forma:

X
X, = XYt = Xelos(Xe/X) = xemt, (A-20)

Entao uma aproximacao de Taylor em torno do EE, z = 0, implica que

Xt = X@mt
~ Xe + Xel(xy — 0)
= X(1+4 ). (A-21)

Pela mesma légica podemos escrever

= XY(l + T + Yt + LIZ‘tyt)
~ XY (1 +x+ ), (A-22)

uma vez que xy: ~ 0 quando z; e y; sdo suficientemente pequenos.
Em seguida, note que

f(Xe) m f(X) + f/(X) (X - X)
~ f(X)+ (X)X (Xt/X_l)
= f(X)+ F(X)n(1+ 2 — 1)
= f(X)(1 +nzt) (A-23)

onde 1 = _8]5(;_() %

Portanto, podemos usar alguns simples passos para log-linearizacao, al-
guns como descritos em Uhlig (1998, p. 34). Apds as alteragOes necessérias
na equacao original use os seguintes passos e aproximacoes:

1. Reescreva todas as variaveis como X; = Xe®t;
2. Use as seguintes regras:
X~ X(1+ )
XYy = XY (1 + 2 + yr)
(X)) = f(X) (1 +nzy)
6:Et+llyt ~1+4+x+ ay;
Tyt = 0

Ei[ae®*] = E}[axi41] mais uma constante.
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Vale notar que as constantes sao excluidas de cada equacgao, uma vez que as
equacgoes satisfazem as relagoes de estado estacionario.

Exemplo 4 Suponha um exemplo baseado na restricao orcamentdria de
uUma economia:

Y, =Ci+ I}

reescreva isto como
1= Cy n I
Y, Y

Usando (A-25) obtemos:

C I .
1z?<1+0t—yt)+?(1+1t—yt>

c I C 1 )
<?+ ?> Yt = ?(1+Ct)+?(1+lt)

Uma vez que em estado estaciondrio

C I
Y=C+1= v= Ty
Portanto, a restricao orcamentdria linearizada é:
1.
Y = ?Ct + ?’Lt.

A.2.2 Equagoes Multiplicativas

Se a equagao a ser linearizada contém apenas termos multiplicativos existe

um procedimento adequado para este caso. Suponha a seguinte equagao:
XYy
Zy
onde « é uma constante. Para log-linearizar devemos dividir a equacao pelas
varidveis de estado estacionario:
X1 vy
Xy _ 2% _4
Z o

Z

|+

Agora tome logs

Xi Yy Zy\ _
log <Y> + log <?) — log <7> =log(1) =0

Agora usando a equagao (A-9) chegamos rapidamente ao seguinte resul-
tado:
e+ 1y — 2 =0

Vale notar que neste caso esta equagao log-linearizada nao é uma apro-
ximacao.
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A.2.3 Outros Exemplos

Exemplo 5 Log-lineariza¢do de Ry = GKEI +1-9. Faca

Re™ =0 < Yi ) eYeTk-1 41§
t—1

fazendo uso de (A-27) e da condi¢io de EE, a versao aprozimada da equagdo
de retorno é:

_ Y
RTt = Gf(yt — k‘tfl).

Exemplo 6 Log-linearizagao de Ay = BE[Ai+1Ri+1]. Faca
AeMt = BE, [AeM“Re”“]
Que resulta exatamente em:
M =E, [e)‘t“e”“}
pelo uso da condi¢gio de EE. Tomando a aproximacgdo (A-27), podemos re-
escrever 6 equagdo acima como:
L4+ XA = B [(1+ Aeg1) (1 + 741))]

Tomando uma expansao de Taylor de primeira ordem para Ay = A¢41 = T441
resulta em:

At = By [Miq1ri41] -
O
Exemplo 7 Log-lineariza¢ao de A = A(1 — 9)% Para este caso podemos

usar a dica para simples equagoes multiplicativas (se¢ao A.2.2). Escreva a
CPO do mercado de trabalho da sequinte forma:

A AY
1—-60 N,
Divida as varidveis pelo seu valor de EFE:
1-0 M
N

Aplicando logs temos:

AN (A Y, N,
10g(1_9>—10g<ﬁ)+10g<}7> log(N)

Aplicando a defini¢ao de desvio-logaritmo (A-9) e aprozimando para o EFE,
temos portanto:
=Yyt + A
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A.2.4 Caselli’s Recipe

Aqui apresentamos algumas dicas bem organizadas de como aplicar log-
linearizagao. Estas dicas sao devidas a Francesco Caselli (2003).

1. Vocé deseja log-linearizar alguma relacao g(X;) = 0, onde X; é algum
vetor em funcao do tempo;

2. Obviamente, g(X) = 0;
3. Reescreva como g(Xe®) = 0, onde z; = log(X;) — log(X);

4. Olhe para o que vocé tem. Vocé pode usar g(X = 0) = 0 para conse-
guir uma equagao linear em ;7

(a) Se a resposta é sim, entao pare. Note que isto funciona com
Y; = K¢(ZN;)'=?. Também note que o resultado é exato e nio
uma aproximacao.

(b) Caso contrério, continue.
5. Aproxime todos os e*t com 1 + z;.

6. Olhe para o que vocé tem. Tente de novo usar g(X) = 0 para fazer
isto linear em z;. Isto funcionou?

(a) Se funcionou, entao pare. Isto funciona com a restri¢ao orcamentaria
e com a equacao de retorno.

(b) Caso contrério, continue.

7. Tome uma expansao de Taylor de primeira ordem em torno de z; = 0.

Use sempre g(X) = 0. Este dltimo passo sempre funciona.
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